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SUMMARIES 
P. Tardy si occupa di differenziali di indice 
qualunque in diverse occasioni per circa vent'anni, 
da1 1844 al 1868. I1 suo punto di partenza si 
differenzib da quell0 di Liouville e i suoi ri- 
sultati hanno qualche interesse perch& antici- 
pano in qualche punto quelli di Riemann, pubbli- 
cati nel 1876. Gli studi di Tardy contribuiscono 
inoltre a chiarire lo stato delle ricerche in Italia 
verso la meth de1 secolo scorso. 
P. Tardy worked on fractional calculus on various 
occasions over about twenty years, from 1844 to 
1868. His point of view differed from that of 
Liouville, and his results are interesting because 
in some ways they anticipated those of Riemann. 
Furthermore, Tardy's studies help to indicate 
the status of Italian research around the middle 
of the last century. 
1. 
Ricordando all’Accademia dei Lincei la figura e l’opera di 
Placid0 Tardy (1816-1914) da poco scomparso, Gino Loria [1915] 
ne metteva in rilievo, tra le ricerche pih significative, 
gli studi sui differenziali di indice qualunque, da Tardy 
compiuti nell ‘arc0 di vent ‘anni. 
Loria in quell’occasione scriveva: “il fatto the i 
differenziali ad esponente fratto siano stati vantaggiosamente 
usati nel trattare specialissime equazioni integrali, porta a 
congetturare the fra quella teoria ed il piii moderno (ed anche 
il pi6 italiano!) ramo dell’analisi matematica esistano legami 
prof ondi , meritevoli di esser posti in completa lute” [Loria 
1915, 5121. A parte la sorpendente parentesi di inaspettato 
nazionalismo--ma siamo nel 1915!--non sembra the la previsione 
di Loria fosse infondata [Ross 1974a]. 
Recentemente il professor Ross [1977] ha tracciato un rapid0 
quadro dello sviluppo storico de1 “calcolo frazionario”: egli 
non vi menzione l’opera di Tardy, come neppure nella sua pih 
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vasta rassegna bibliografica sull’argomento [Ross 1974b]. 
El vero the le ricerche di Tardy non soddisfano de1 tutto i 
criteri adottati da1 professor Ross per l’inclusione nella sua 
rassegna: “first investigation of an important development, 
and frequency of citation” [Ross 1974b, 31. I lavori di Tardy 
furono infatti scarsamente discussi e citati dai contempo- 
ranei. Penso tuttavia the essi meritino di essere segnalati 
perchb Tardy vi sviluppa in maniera originale alcuni punti 
della teoria dei differenziali ad indice qualunque rispetto 
alla definizione datane da Liouville [1832]. Cl6 inoltre un 
second0 motivo, di altra natura. 
E’ tesi largamente accreditata nella storiografia the la ri- 
nascita della matematica italiana nell’0ttocento abbia come 
data indicativa d’inizio il celebre viaggio di Betti, Brioschi 
e Casorati (1858) per le universita di Francis e Germania, viag- 
gio la cui importanza fu per la prima Volta (e giustamente) 
sottolineata da Volterra al Congress0 di Parigi de1 1900. 
Se certamente quel viaggio segna una data decisiva per la 
matematica italiana, se ne comprende appieno il significato 
solo se si collega all’opera di numerosi altri matematici 
italiani, the quella rinascita prepararono e favorirono. Ricordo 
qui i nomi di Bellavitis e Tortolini, ad esempio o di Codazzi o 
Genocchi. Tra questi B anche Tardy, the pur non B certamente 
matematico della statura di Betti, Brioschi o Cremona, tutti 
suoi contemporanei o di poco pih giovani. 
Loria [1915, 509-5131 lo definisce “lettore instancabile”, 
uomo dotato di grande “acume critic0 e di straordinaria abi- 
lit% nel calcolo”; e avanza l’ipotesi the sia proprio “la 
preferenza da lui manifestata per il calcolo sul ragionamen- 
to” ad alienargli l’interesse dei giovani matematici. 
La produzione scientifica di Tardy, piuttosto limitata 
di numero (19 lavori) e occasionale nelle motivazioni non 
riveste nel complesso particolare interesse. Le due memorie 
[1858 e 18681 sui differenziali di indice qualunque sono si- 
curamente tra le case piii originali. 
Le prime ricerche sull’argomento furono da Tardy--allora 
ventottenne professore di “matematica sublime” all’universita 
di Messina--presentate al Congress0 degli scienziati italiani 
the si tense a Milan0 nel 1844. Gabrio Piola e Giovanni Piana, 
incaricati di presentarne una relazione, ne diedero un giudizio 
incoraggiante. Tali ricerche furono a lungo tenute nel 
cassette da Tardy, the si decise solo nel 1858 a farle stampare 
sul primo numero dei nuovi Annali di Matematica, la cui 
pubblicazione era stata decisa proprio durante un incontro tra 
Betti, Brioschi, Genocchi e Tortolini svoltosi nella casa di 
Tardy a Genova. 
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L’articolo de1 1858 riproduce nella sostanza, tranne alcune 
modifiche marginali, la memoria letta 14 anni prima al con- 
gresso di Milano. Tardy parte dalla critica della formulazio- 
di Liouville [1832]. Assumendo, come nella prima definizione 
di Liouville, l’equazione 
d’emx 
= mp emx , 
dx lJ 
Tardy osserva the Liouville “5 costretto a trasformare in una 
serie di esponenziali ciascuna funzione per poterla dif- 
ferenziare, il qua1 processo, oltre le difficoltl the pus pre- 
sentare, ci sembra de1 tutto artificiale, e the la ricerca dei 
differenziali di una funzione debba essere indipendente da 
quella trasformazione” [1858, 1361. 
Egli aggiunge inoltre the alcuni risultati di Liouville gli 
sembrano “talmente singolari” da essere insoddisfacenti per 
“lo spirit0 dell’analista” e da averlo indotto a cercare altra 
via the “faccia vedere spontanea la relazione tra il case de- 
gl’indici frazionari e quell0 degl’interi”. 
Tardy non sottolinea invece il fatto the, per la definizio- 
ne di Liouville, p deve essere limitato a valori per i qua- 
li la serie sia convergente. Egli B al corrente dei lavori di 
Peacock [1833], Greatheed [1839], Kelland [1839 e 18461, Center 
[1848 e 18491 come pure dell’ultimo lavoro di Liouville [1855] 
sull’argomento. Owiamente ignora le ricerche di Riemann, 
pubblicate solo piii tardi. Tardy dichiara esplicitamente di 
sottomettere il proprio lavoro “principalmente al giudizio 
dell’eminente matematico francese, il quale ha manifestato di 
voler forse riprendere sopra nuova base il calcolo in questione” 
[1858, 1371. Ma, come B noto, Liouville non torna pih 
sull’argomento. 
11 punto di partenza di Tardy e la formula: 
(ti) XV 
2 
x X 
(1) i $(x)dx’ = --. 
r(u) i 
+ 4(x> - - 
!J+l 
c$‘(x) + +- 4”(x) - . . . 
!J+2 
the si pub scrivere in forma pih compatta: 
(ul 
$(x)dx’ = 
Tardy strive the la (1) si pub mettere sotto la forma 
i ‘4 (x) dx’” z--c x $ (x+xe 
yi * 
)e uyldy, 
-TI 
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ottenbile da quella di Laplace 
d’ @(xl I(l+p) rV 
=- 
J 
yi $(x+Ce )e -uyi dy, 
dx’ 2$ -TI 
qualora “si fosse sostituito -u a n, cangiato percib il se- 
gno d in I, e si fosse posta la quantita 5 aguale ad x.” 
Tardy non si pone alcun problema sulla legittimita de1 for- 
malismo ma si limita nel seguito a verificare le sue formule 
per alcuni casi di funzioni semplici, osservando the la formula 
(1) da cui & partito e dimostrata mediante successive integra- 
zioni per parti nel case u inter0 e the “il second0 membro 
potendo rappresentare il termine generale della serie degli 
integrali, darh per v frazionario dei valori interposti, the 
si possono considerare come integrali corrispondenti a quel 
valore fratto dell ‘indi ce” [ 1858, 1381 . 
Nel case the C+(X) = xn con n+l > 0 ottiene la formula di 
Ri emann : 
dr xn 
dx T 
e dice the ponendo 
B una costante, la 
zero [1858, 1391. 
r(n+l) n-T 1-I ’ 1, = X l.l+T = 1. 
r (n--r+l) 
T = n, il risultato della differenziazione 
cui derivata a indice fratto B diversa da 
Tardy applica poi la sua definizione alle funzioni log x, 
sin mx, cos mx, e alla determinazione della funzione Ip 
nell’equazione di Liouville 
m  
42x v’s I$(X + 8)de = a2, 
0 
e nell ‘equazione di Abel 
I 
x $‘(e)de 
= f(x) 
o ix-6 
ottenendo i risultati noti. 
11 punto di partenza (1) assunto da Tardy doveva aver desta- 
to qualche perplessith nei curatori degli Annali, tanto da 
indurlo ad aggiungere un post scriptum dietro suggerimento di 
Brioschi. 
Per giustificare il suo punto di vista Tardy strive the “sup 
posto p inter0 la derivazione a indice l/p di una funzione @J(X) 
‘e quell’operazione la quale ripetuta p volte sulla funzione 
medesima da per risultato 4’ (x) . Possiamo dunque considera- 
re la definizione dei differenziali ad indice qualunque come 
racchiusa nell t equazione 
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(2) j’“’ fl”:(x)dxm) dx” = j(m+;;x)dxm+n 
la quale indica ancora una delle leggi principali de1 simbolo 
di operazione j.ll [1858, 1461 Egli dimostra poi the la (1) 
verifica questa richiesta. 
Tardy era in contatto con numerosi matematici italiani 
e con alcuni stranieri (tra cui Cayley, Klein, Schlafli, 
Sylvester) [Loria 19151. Nel 1843 aveva conosciuto a Messina 
Lejeune-Dirichlet, in viaggio in Italia con Jacobi e Steiner. 
Nel 1863 strive a Betti (il 14 Ottobre) di aver conosciuto 
a Firenze “l’impareggiabile Riemann”. La figura e le idee di 
Riemann sono argomento di alcune lettere fra Tardy e Betti. 
Loria [1915] riporta due lunghe lettere di Betti de1 1863 sul- 
la connessione degli spazi, dove il matematico pisano illustra 
all’amico quanto Riemann gli ha detto sulla questione. In 
un’altra occasione (15 gennaio 1863), riferendosi ad un’os- 
servazione di Riemann sulla derivabilita delle funzioni, ri- 
portatagli da Betti, Tardy strive the gia Dirichlet circa 
vent’anni prima gli aveva fatto “notare qualcosa di simile”. 
Qui Tardy mostra di non aver compreso la questione, poiche 
aggiunge : “piil tardi mi e occorso l’esempio di y = x sin (l/x) 
the per x = 0 non si pub dire the abbia una derivata determinata. 
Per& mi pare the quest0 non attacchi il teorema generale sul- 
1’ esistenza de1 la derivata, il quale B relativo ad un valore 
qualunque della variabile e non ad un valore speciale”. 
E cone lude : “credo di dimostrare in generale l’esistenza della 
derivata in modo alquanto diverso da quell0 the si suol tenere” 
111. 
La corrispondenza di Tardy B stata studiata da Loria, the 
segnala El9151 una lunga lettera di Schlafli interessante per 
il 110s tro argomento . Schlafli strive a Tardy (4 Ottobre 1865): 
“altre volte l’indice fratto di differenziazione mi sembrava 
sospetto; ma adesso la lettura della sua memoria [...I me ne 
a dato una esatta idea” [Loria 1915, 5271 the interpreta come 
modo per riunire in una medesima formula ‘Ii1 complemento della 
serie di Taylor 
I 
x (x - tp-l 
D-nf (x) = o f (t)dt 
r (nl 
(per un’intero negativo -n) e D”f(x) riguardato come 
r(n+l) f dh 
T(n + 1) [hnlf(x+h)] = 
1 
f (x+h) 11 
2ia 7-a' h 
(Con I1[hnlf(x+h)]ll Schl’rlfli intende il coefficiente di hn rlello 
416 Umberto Bottazzini HMS 
sviluppo di f(x+h); inoltre h B supposto percorrere un cam- 
mino chiuso intorno all’origine nel piano complesso). 
Quest0 integrale, strive SchlZfli, si pub scrivere 
r(n + 1) 
(t - xl -“-‘f (t)dt 
2ilr X 
“purch& il giro the fa t attorno ad x non inchiuda un punto 
di discontinuith di f(t)“. L’estremo ainferiore dell’integrale B 
arbitrario quando n b inter0 positivo; nel case di n 
frazionario, dice SchlBfli, il valore dell’integrale dipendera 
dall’estremo inferiore d’integrazione (punto di partenza de1 
cammino), the dev’essere zero, perche le due formule convergano 
nell lunica 
D* f(x) = 
r(l + m) 
(t-x)-m-‘f (t)dt 
2in i 
dove x > 0. 
Sulla formula (2) data da Tardy, Schlafli osserva the se 
in un intorno dell’origine f( ) B sviluppabile in serie di 
Taylor si ha 
A-m 
X 
Dmf(x) = 1 f(h)(o), 
X=0 r(X - m + 1) 
espressione the diviene infinita allorch?? m > 0 e non B quindi 
integrabile lo Dmf(x) dx se m > 1. “ECCO la ragione perch??, se 
m-l e n sono positivi, si ha Dm(Dmnf(x)) = Dmsnf(x) ma non = 
DVn(Dmf(x))” [Loria 1915, 5281. Infine mostra come il mot0 
dell’acqua nei vasi di rivoluzione gli abbia fornito un esempio 
dove non vale la “formula quistationevole” D 2[D-1/2) = D-li2(D2). 
Se si esclude l’interessamento di Schlafli, le ricerche 
di Tardy non sembrano aver richiamato 1 ‘attenzione dei ma- 
tematici europei, dando credit0 al “lament0 the i nostri lavori 
non sono conosciuti fuori d’Italia” denunciate dai curatori degli 
Annali di Matematica nell 1 Avviso posto in apertura de1 prim0 
numero. La situazione era perb gia radicalmente mutata alla 
fine degli anni sessanta, come scriveva Beltrami a Betti (15 
gennaio 1872) riportando non senza una punta di soddisfazione 
l’opinione espressagli da C. Neumann, second0 cui “in Italien 
und in Deutschland ist es doch dieselbe Luft, die wir atmen” [l]. 
4. 
Su invito de1 principe Boncompagni, Tardy ritornava 
sull’argomento scrivendo una nota di carattere storico su una 
formula di Leibniz [1868] per il primo numero de1 Bulettino di 
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bibliografia e di storia. In questa occasione alla ricostruzione 
storica Tardy aggiungeva una propria dimostrazione, omessa in 
w3581, the la formula 
DL+' uD=v 
valeva per 1-1 qualunque. La dimostrazione b condotta partendo 
dalla (1) e sostituendo: 4(x) = uv. 
In questa circostanza, la nota di Tardy veniva tradotta 
e inserita nei Nouvelles anneles de mathknatiques; lo stesso 
Boncompagni [1869] ne dava un accurate rendiconto bibliogra- 
fico, e sollecitava l'attenzione di Borchardt, the ne presen- 
tava un estratto in una comunicazione [1869] all'Accademia 
di Berlino. 
NOTA 
1. Le lettere di Tardy e Beltrami a Betti sono conservate 
press0 la biblioteca della Scuola Normale Superiore, Pisa, Italia. 
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